Pocdetni ¢ast 1 - 3.6.2021
1. Najdéte maximalni feSeni rovnice
Yy —xy =y,
které spliuje pocatecni podminku
y(3) =1
(10 bodi).

2. Vygetfete konvergenci mocninné fady (tedy najdéte polomér konver-
gence a vySetfete konvergenci a absolutni konvergenci na kruznici kon-
vergence) pro fadu

> N2 Hn+1—vn2+1
> (-2) o 2, zeC
n=2

(8 bodii).



Reseni

1. Jde o Bernoulliovu rovnici s koeficientem o = %, proto funkce y = 0 je
feSenim, oc¢ividné vsak nespliuje poc¢ate¢ni podminku. Dale pracujeme
za predpokladu y # 0.

=z
a substituujeme z(z) = y3(z) = &/y2(x). Ocividng proto hleddme
pouze nezapornd z(x). Protoze 2/'(z) = %y‘é(x)y’(x) dostavame
32’ rz=ux
: —
a tedy
22
2 ——wz= .
3 3

To uz je linearni rovnice, najdeme feSeni metodou integra¢niho faktoru:

P(z) = /p(x) do = —g /xdx - —%qﬁ

Hleddme nezapornd z, takovd nemiizeme dostat pro zapornd C' viibec,
zaporné konstanty tak nejsou povoleny, stejné jako C' = 0. Pro kladnéa
C navic potifebujeme zarucit

—1+Ces™ >0
es” > !

1x2 >InC™!

3

To je omezujici podminka jen pro C' € (0, 1] a pro takova C' pak dosta-

vame
|z| > VInC—3

2



Nynf uz snadno y(z) = 22 () a proto

y() = /(=1 + Cede?y?

na intervalech (—oo, —vInC—3) a (vInC—3,00) pro C € (0,1) ana R
pro C' > 1. V krajnich vlastnich bodech téchto intervali lze feSeni lepit
na trivialni feseni y = 0. Maximalni feSeni je proto vzdy definované na
celém R. Pocatecni podminka nam urc¢i hodnotu konstanty C":

1=+/(—1+Ce3)3

a odtud C = 2e73 < 1. To nam tedy urc¢uje ”pravou” vétev feseni, ktera
je definovana na intervalu (4/In %, 00). V bodé = = 4/In % lepime na
trivialni reseni.

Leva vétev mize byt dana libovolnou jinou konstantou Cy € (0, 1] na

intervalu (—oo, —/InCy 3) nebo nemusi byt pritomna viibec a treSeni
miize byt pro zaporna x trivialné rovno nule.

. Oznac¢ime

SVn24+n+1—+v/n2+1
nlnfn

a, = (—2)

a lehce usoudime, ze

limsup v/|a,| = 2
n—oo
a proto R = 1. Rada tak konverguje absolutné pro takova komplexni z,
kterd spliwji [z| < 3 a nekonverguje pro |z| > 1 bez ohledu na hodnotu
parametru p. Déale pokracujeme zkoumanim kruznice konvergence, po-
lozime proto z = %ew, kde ¢ € [0,27). Dosazenim do fady dostavame

pu—

s nln®n

Zkusime nejdiive vySettit absolutni konvergenci, vySetiujeme tedy fadu

V24 n+1—+vn2+1
nlnn

n=2



Tu si za pomoci vzorecku pro a? — b? upravime na tvar

[e.e]

1
Z(\/712+n+1—f-\/n2—|—1)1npn

n=2

vyuzijeme limitni srovnavaci kritérium. Protoze vn2 +n + 1+vn2 + 1 ~
n pro n — oo je konvergence nasi fady je ekvivalentni s konvergenci
rady

=~ 1
; nln?n’

ktera (naptiklad dle integralniho kritéria) konverguje. Neabsolutni kon-
vergenci uz tedy vySetfovat nemusime, fada konverguje absolutné a
tedy i konverguje na celém kruhu konvergence.



