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1. Najdìte maximální øe¹ení rovnice

y′ − xy = x 3
√
y,

které splòuje poèáteèní podmínku

y(3) = 1

(10 bodù).

2. Vy¹etøete konvergenci mocninné øady (tedy najdìte polomìr konver-
gence a vy¹etøete konvergenci a absolutní konvergenci na kru¾nici kon-
vergence) pro øadu

∞∑
n=2

(−2)n
√
n2 + n+ 1−

√
n2 + 1

n ln2 n
zn, z ∈ C

(8 bodù).
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Øe¹ení

1. Jde o Bernoulliovu rovnici s koe�cientem α = 1
3
, proto funkce y = 0 je

øe¹ením, oèividnì v¹ak nesplòuje poèáteèní podmínku. Dále pracujeme
za pøedpokladu y 6= 0.

y′y−
1
3 − xy

2
3 = x

a substituujeme z(x) = y
2
3 (x) = 3

√
y2(x). Oèividnì proto hledáme

pouze nezáporná z(x). Proto¾e z′(x) = 2
3
y−

1
3 (x)y′(x) dostáváme

3

2
z′ − xz = x

a tedy

z′ − 2

3
xz =

2

3
x.

To u¾ je lineární rovnice, najdeme øe¹ení metodou integraèního faktoru:

P (x) =

∫
p(x) dx = −2

3

∫
x dx = −1

3
x2

exp(P (x)) = e−
1
3
x2∫

q(x) exp(P (x)) dx =
2

3

∫
xe−

1
3
x2

dx = −e−
1
3
x2

+ C

exp(−P (x)) = e
1
3
x2

z(x) = −1 + Ce
1
3
x2

Hledáme nezáporná z, taková nemù¾eme dostat pro záporná C vùbec,
záporné konstanty tak nejsou povoleny, stejnì jako C = 0. Pro kladná
C navíc potøebujeme zaruèit

−1 + Ce
1
3
x2

> 0

e
1
3
x2

> C−1

1

3
x2 > lnC−1

To je omezující podmínka jen pro C ∈ (0, 1] a pro taková C pak dostá-
váme

|x| >
√
lnC−3
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Nyní u¾ snadno y(x) = z
3
2 (x) a proto

y(x) =

√
(−1 + Ce

1
3
x2
)3

na intervalech (−∞,−
√
lnC−3) a (

√
lnC−3,∞) pro C ∈ (0, 1) a na R

pro C > 1. V krajních vlastních bodech tìchto intervalù lze øe¹ení lepit
na triviální øe¹ení y = 0. Maximální øe¹ení je proto v¾dy de�nované na
celém R. Poèáteèní podmínka nám urèí hodnotu konstanty C:

1 =
√
(−1 + Ce3)3

a odtud C = 2e−3 < 1. To nám tedy urèuje "pravou"vìtev øe¹ení, která

je de�novaná na intervalu (
√

ln e9

8
,∞). V bodì x =

√
ln e9

8
lepíme na

triviální øe¹ení.

Levá vìtev mù¾e být dána libovolnou jinou konstantou C2 ∈ (0, 1] na
intervalu (−∞,−

√
lnC−32 ) nebo nemusí být pøítomna vùbec a øe¹ení

mù¾e být pro záporná x triviálnì rovno nule.

2. Oznaèíme

an = (−2)n
√
n2 + n+ 1−

√
n2 + 1

n lnp n

a lehce usoudíme, ¾e
lim sup
n→∞

n
√
|an| = 2

a proto R = 1
2
. Øada tak konverguje absolutnì pro taková komplexní z,

která splòují |z| < 1
2
a nekonverguje pro |z| > 1

2
bez ohledu na hodnotu

parametru p. Dále pokraèujeme zkoumáním kru¾nice konvergence, po-
lo¾íme proto z = 1

2
eiϕ, kde ϕ ∈ [0, 2π). Dosazením do øady dostáváme

∞∑
n=2

(−1)n
√
n2 + n+ 1−

√
n2 + 1

n lnp n
einϕ

Zkusíme nejdøíve vy¹etøit absolutní konvergenci, vy¹etøujeme tedy øadu

∞∑
n=2

√
n2 + n+ 1−

√
n2 + 1

n lnp n
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Tu si za pomocí vzoreèku pro a2 − b2 upravíme na tvar

∞∑
n=2

1

(
√
n2 + n+ 1 +

√
n2 + 1) lnp n

vyu¾ijeme limitní srovnávací kritérium. Proto¾e
√
n2 + n+ 1+

√
n2 + 1 ∼

n pro n → ∞ je konvergence na¹í øady je ekvivalentní s konvergencí
øady

∞∑
n=2

1

n ln2 n
,

která (napøíklad dle integrálního kritéria) konverguje. Neabsolutní kon-
vergenci u¾ tedy vy¹etøovat nemusíme, øada konverguje absolutnì a
tedy i konverguje na celém kruhu konvergence.
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